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动态规划简述

动态规划（包括一些算法类似的递推计数问题）在信息竞赛中经常
出现，考察比例很高

但与数据结构、图论等模块不同，动态规划不具有特别专门的知识
点，它更多地是一种设计子问题结构用于解决全局问题的思想

因此，掌握动态规划的最好方法是尽可能多地解出各种动态规划的
具体题目

当然，有一些动态规划题目的解答有着可以总结的套路，我们会单
独将其进行分类，如：区间 DP、背包 DP、状压 DP、斜率优化等，
我们在之后的讲解中会有所侧重
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乘积最大

给定长度为 n 的一个数字串。
你需要在串中间插入 k 个乘号，使得构成的表达式的值最大。
n ≤ 40，k ≤ 6。
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乘积最大

一道非常经典的区间 DP 题。
设 fi,j,k 表示在 i 到 j 这个区间插入 k 个乘号所能达到的最大乘积。
枚举 l，表示 i 到 j 这个区间中的第一个乘号放在第 l 个数后面。
则 fi,j,k = max{gi,l × fl+1,j,k−1}。其中 gi,l 表示 i 到 l 这个区间构成
的数。
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中间和

给定一个正整数序列 a1, a2, ..., an。n ≤ 200。

不改变序列中每个元素在序列中的位置，把它们相加，并用括号记
每次加法所得的和，称为中间和。

例如给出序列是 4，1，2，3。

第一种添括号方法：((4 + 1) + (2 + 3)) = ((5) + (5)) = (10)

有三个中间和是 5，5，10，它们之和为:5 + 5 + 10 = 20

第二种添括号方法：
(4 + ((1 + 2) + 3)) = (4 + ((3) + 3)) = (4 + (6)) = (10)

中间和是 3，6，10，它们之和为 19。

你需要求出最大的中间和是多少。
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中间和

这道题的做法就是直接枚举切割区间的点。

设 fl,r 表示考虑左端为 l，右端为 r 的区间得到的最优解
状态转移为 fl,r = max{fl,i + fi+1,r}+ suml,r。其中 suml,r 表示 l 到
r 的部分和。
复杂度 O(n3)。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 6 / 76



中间和

这道题的做法就是直接枚举切割区间的点。

设 fl,r 表示考虑左端为 l，右端为 r 的区间得到的最优解
状态转移为 fl,r = max{fl,i + fi+1,r}+ suml,r。其中 suml,r 表示 l 到
r 的部分和。
复杂度 O(n3)。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 6 / 76



中间和

这道题的做法就是直接枚举切割区间的点。

设 fl,r 表示考虑左端为 l，右端为 r 的区间得到的最优解

状态转移为 fl,r = max{fl,i + fi+1,r}+ suml,r。其中 suml,r 表示 l 到
r 的部分和。
复杂度 O(n3)。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 6 / 76



中间和

这道题的做法就是直接枚举切割区间的点。

设 fl,r 表示考虑左端为 l，右端为 r 的区间得到的最优解
状态转移为 fl,r = max{fl,i + fi+1,r}+ suml,r。其中 suml,r 表示 l 到
r 的部分和。

复杂度 O(n3)。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 6 / 76



中间和

这道题的做法就是直接枚举切割区间的点。

设 fl,r 表示考虑左端为 l，右端为 r 的区间得到的最优解
状态转移为 fl,r = max{fl,i + fi+1,r}+ suml,r。其中 suml,r 表示 l 到
r 的部分和。
复杂度 O(n3)。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 6 / 76



物品分配

给出 n 个物品，每个物品有一个重量（正整数），它们的重量和为
m。你可以从 n 个物品中任意选取若干个物品。你需要求出：你得
到的物品的重量和有多少种不同的可能。

n ≤ 100000，m ≤ 1000000。
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物品分配

背包 DP 问题。
考虑用如下手法处理具有相同重量的物品：如果某个重量的物品有
k 个，则可以把 k 拆成 1 + 2 + ...+ 2p + r，这样拆分前后物品的选
取情况是等价的。

从小到大进行这样的拆分，则可以保证每种重量的物品个数不超过
3。
又由于物品的重量和为 m，所以拆分后的物品个数是 O(

√
m) 级别

的。

设 f 是表示最终状态的数组（即 f[i] 表示重量 i 是否可以取到），枚
举每个物品，若物品重量为 c，则可以用 f = for(f << c) 来更新 f。
复杂度 O(m

√
m × w)，大致有 w = 1

32。
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取情况是等价的。

从小到大进行这样的拆分，则可以保证每种重量的物品个数不超过
3。
又由于物品的重量和为 m，所以拆分后的物品个数是 O(

√
m) 级别

的。

设 f 是表示最终状态的数组（即 f[i] 表示重量 i 是否可以取到），枚
举每个物品，若物品重量为 c，则可以用 f = for(f << c) 来更新 f。

复杂度 O(m
√

m × w)，大致有 w = 1
32。
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修改

给出 n 个物品，每个物品有一个重量 vi（正整数），总和为 m。你
可以从 n 个物品选择一件并修改它的重量。你需要求出：修改后，
得到的物品的重量和有多少种不同的可能。

可能存在多种方法使得物品修改后不同的重量种类数相同且最大，
因此你需要输出具体的修改方案：存在多种方案时，被选的物品重
量 a 最小；若还有多种方案，你需要使 a 被修改为的重量 b 最小。
输出 a 和 b 即可
n ≤ 100，vi ≤ 7000。
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修改

如果把一个物品的重量修改为无限大，则修改后的种类数为除了这
个物品外其它物品的种类数 ×2。因此，a 应该按下述方法选择：把
a 去掉后，剩余物品能构成的种类数最多，在此基础上 a 最小
目标：求出去掉一个物品后剩余物品能组成的重量种类数

设 fi 表示选取物品重量和为 i 的方案数。则：fj,i = fj−1,i + fj−1,i−vj，
DP 求解
设 gj 去掉一个重量为 c 的物品后的方案数，则 gj = fj − gj−c

求一次 gj：O(m)；求 a：O(nm)

问：fi 超过 long long 怎么办？
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修改

下面考虑如何求 b。如果 b 选择后能让重量种类数翻倍，则 b 不能
是除 a 外的物品可以表示出的两种重量的差值
相当于把除 a 外的物品复制一份，重量取为相反数，由这 2n − 2
个物品能组合出的重量都不能选

做一遍不加优化的物品分配即可
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补兵

有 n 个小怪，每个小怪的血量分别为 a1, a2, ..., an。你和另一名玩
家正在对小怪进行攻击。每次你可以挑选一个小兵造成 1 点伤害，
接着另一名玩家会对所有小兵都造成 1 点 AOE 伤害。
求出你最多可以补到多少兵（有多少兵在你攻击后血量由 1 变为
0）。
n, ai ≤ 1000。
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补兵

考虑一个最特殊的例子：小兵的血量分布恰好长成 1, 2, 3, ...。如果
是这样，我们显然可以补到每一刀。

现在的状况是，我们面对的局面并不是这样，所以我们应该先攻击
一些小兵，使得小兵的血量分布变成上面描述的情况（有一个专门
的术语就描述了这种操作，叫做“垫刀”）。

还可以明确的情况是，如果有两个小兵的血量一直是一样的，那么
这两个小兵我们至多只能补到一个。

所以，如果我们发现在血量 i 没有小兵，应该从血量高于 i 的小兵
中，挑一个血量和别的小兵相同的、血量尽量少的来补齐。
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补兵

这样，我们可以当作这个小兵的血量就是 i，只是在选择它前需要
垫几刀。

具体到 DP，设 f[i][j] 表示考虑到血量为 i 的小兵，在操作的过程中
省下了 j 刀的情况下所能补到的最大兵数。
如果第 i 个小兵不补，则 f[i][j] = f[i − 1][j − 1]；如果要补，则
f[i][j] = f[i − 1][j + c[i]] + 1���c[i] 表示要补血量被当作的小兵之前要
垫多少刀。两者取一个最大值即可。
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TSP 问题

一个 n 个点的带权的有向图，求一条路径，使得这条路经过每个点
恰好一次，并且路径上边的权值和最小。

n ≤ 18。
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TSP 问题

状压 DP。
考虑一种最直接的思路：在设动态规划状态时把每个点是否经过都
记录下来。

这需要我们开一个 n 维数组，每一维都是 0 或 1（还没经过／经过
了），难以承受。

把这 n 维压缩成一维，即写成一个二进制。二进制的每一位是 0/1
表示在原来的 n 维数组的对应维是 0/1。
当然，这样设状态还不够。除了需要知道这 n 个点哪些点经过了哪
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TSP 问题

设 fu,S 表示把 n 个 0/1 压缩以后的状态是 S，并且路径末尾的点是
点 u 时，路径的最短长度。
枚举 u 的所有出边，如果是还没有经过的点，就可以转移了。
最后的答案在 f∗,2n−1 上。
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k 国王

在一个 n × n 的网格图中放 k 个国王，一个国王的攻击范围是周围
的八个格子。问让国王互不攻击的方案数。

n ≤ 9。
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k 国王

设 fi,j,S 表示考虑到第 i 行，放了 j 个国王，下一行不能被放国王的
位置状态为 S 的方案数。
因为在同一行中，国王是不能相邻的。所以可以考虑预处理出所有
在同一行放国王的方法，以及这些方法会使下一行不能放的状态又
是怎样。

每次转移时枚举所有预处理好的状态，判断是否发生冲突，并进行
转移。
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NOIP2016 愤怒的小鸟

平面上有 n 个点。你需要给出若干个满足 a < 0 的抛物线
ax2 + bx = 0，使得每个点都至少在一条抛物线上

求最少的抛物线数量

n ≤ 18
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NOIP2016 愤怒的小鸟

设 f[S] 表示：覆盖集合 S 中的所有点，至少要用几条抛物线
抛物线的参数有两个，因此枚举 n 个点中的任意两个点即可确定唯
一的抛物线

由此可以预处理出所有满足 f[S] = 1 的集合

考虑一个 DP 值不为 1 的集合，它一定能被拆成两部分，满足这两
部分使用的抛物线互不相关

由此得到转移方程：f[S] = minT∈S(f[T] + f[S − T])
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NOIP2016 愤怒的小鸟

问题 1：如何枚举一个集合的所有子集？
从 x = S 开始，每次取 x = (x − 1)&S
证明：每次删掉最末尾的 1，并且把后面的 0 都改成 1；用与操作
去掉不属于集合内的元素

问题 2：上述方程复杂度如何？
等价于 0 2n 内每个数的子集个数∑n

i=0 2
i × Ci

n = (2 + 1)n = 3n
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NOIP2016 愤怒的小鸟

存在问题：O(3n) 无法应对 n = 18 的规模

转换思路：每个集合 S 中，编号最小的点一定需要一条抛物线覆盖
候选抛物线个数：O(n)
f[S] = min(f[S − S0]) + 1

复杂度：O(n × 2n)
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NOIP2017 宝藏

给定一张无向图，你需要求出出图中的一棵有根生成树，并最小化
图中每条边的深度与这条边的长度的乘积和

n ≤ 12,m ≤ 5000
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NOIP2017 宝藏

设 f[k][S] 表示：当前的深度为 k，已经包括了图中的子集 S 时的最
小代价

转移：f[k][S] = minT∈S(f[k − 1][S − T]) + W(S − T,T)× k
W(S − T,T) 表示：子集 S − T 中的点与 T 中的点连接的最小边权
和
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W(S − T,T) 表示：子集 S − T 中的点与 T 中的点连接的最小边权
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NOIP2017 宝藏

问题 1：如果 S − T 中的点深度不全是 k − 1，计算的错误会不会有
影响？

不会。因为这种错误的产生只会导致计算出的结果比实际结果大，
不影响 DP 求出最优解
问题 2：求 W(S−T,T) 每次需要 O(n2) 的时间，会不会影响效率？

可以把 W(S − T,T) 预处理成 W[S − T][T]，复杂度 O(3n)

综上，总时间复杂度为 O(n × 3n)
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山谷

给定一个 n × m 的地图。你需要向这个地图中填入 1, 2, ...,n × m，
每个数只能使用一次。

如果一个位置比它的周围八个方向上的数都小，则这个位置可以被
称为一个山谷。

已知地图中所有山谷的位置，你需要求出合法填数的方案数。

n ≤ 4，m ≤ 7
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山谷

从小到大进行填数。

设 f[S][j] 表示山谷的位置在集合 S 中的填了数（其余没有填），并
且填到了 j 的方案数。
对于非山谷的位置，只有当它的周围的山谷都填好数（都属于 S）
之后，它才可以填数。

两种转移：f[S][j] = f[S][j] + f[S − k][j − 1]；
f[S][j] = f[S][j] + f[S][j − 1] ∗ (c − j + 1)，其中 c 表示在枚举了集合 S
之后，所有可以填数的位置的个数。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 28 / 76



山谷

从小到大进行填数。

设 f[S][j] 表示山谷的位置在集合 S 中的填了数（其余没有填），并
且填到了 j 的方案数。
对于非山谷的位置，只有当它的周围的山谷都填好数（都属于 S）
之后，它才可以填数。

两种转移：f[S][j] = f[S][j] + f[S − k][j − 1]；
f[S][j] = f[S][j] + f[S][j − 1] ∗ (c − j + 1)，其中 c 表示在枚举了集合 S
之后，所有可以填数的位置的个数。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 28 / 76



山谷

从小到大进行填数。

设 f[S][j] 表示山谷的位置在集合 S 中的填了数（其余没有填），并
且填到了 j 的方案数。

对于非山谷的位置，只有当它的周围的山谷都填好数（都属于 S）
之后，它才可以填数。

两种转移：f[S][j] = f[S][j] + f[S − k][j − 1]；
f[S][j] = f[S][j] + f[S][j − 1] ∗ (c − j + 1)，其中 c 表示在枚举了集合 S
之后，所有可以填数的位置的个数。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 28 / 76



山谷

从小到大进行填数。

设 f[S][j] 表示山谷的位置在集合 S 中的填了数（其余没有填），并
且填到了 j 的方案数。
对于非山谷的位置，只有当它的周围的山谷都填好数（都属于 S）
之后，它才可以填数。

两种转移：f[S][j] = f[S][j] + f[S − k][j − 1]；
f[S][j] = f[S][j] + f[S][j − 1] ∗ (c − j + 1)，其中 c 表示在枚举了集合 S
之后，所有可以填数的位置的个数。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 28 / 76



山谷

从小到大进行填数。

设 f[S][j] 表示山谷的位置在集合 S 中的填了数（其余没有填），并
且填到了 j 的方案数。
对于非山谷的位置，只有当它的周围的山谷都填好数（都属于 S）
之后，它才可以填数。

两种转移：f[S][j] = f[S][j] + f[S − k][j − 1]；
f[S][j] = f[S][j] + f[S][j − 1] ∗ (c − j + 1)，其中 c 表示在枚举了集合 S
之后，所有可以填数的位置的个数。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 28 / 76



山谷

最后 f[ 全集 ][n ∗ m] 即为答案。

一个小问题：在非山谷位置上任意填数可能会创造出一个山谷。

解决：容斥原理
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STA

给定一棵 n 个点的无根树。
你需要找一个点做根，使得所有点深度（即到根经过的边数）之和
最大。

n ≤ 100000。
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STA

对于这种“挑一个最优的点”的题目，我们往往先找一个点，计算
出相应的值，然后考虑把一个点的值转移到相邻的点上。

设 fi 表示以 i 为根的时候的答案。
先以 1 号点为根，并计算出 f1。
假设以 1 号点为根时，u 是 v 的父亲。并且 fu 的值已经被求出。
考虑根从 u 移动到 v，则 v 的子树中的点的深度都变小了 1，其余
点都变大了 1。
即变化量为 −sizev + n − sizev = n − 2sizev，其中 sizev 为子树 v 内
的节点个数。

所以方程为 fv = fu + n − 2sizev，根据方程进行 DP 即可。
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最大连通块

给定一棵 n 个点的树，每个点上有点权（可能为负）。
你需要挑出树里的一个点集，使这个点集中任意两点路径上的点也
在点集中（也就是一个连通块）。在此基础上，你需要使点集内的点
权和最大。

n ≤ 100000。
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最大连通块

还是挑一个点为根，用 dfs 来进行 DP。
设 fi 表示只考虑以 i 为根的子树，在点 i 一定需要被选择的情况下
的最大连通块和是多少。

fi = vi +
∑

fj。其中，vi 表示 i 的点权，j 是 i 的儿子，
∑

fj 的含义
是把所有 fj > 0 的部分全部加上。

对于任意一个连通块，存在唯一一个点最靠近根，则一个最优的连
通块会在最靠近根的点上被计入答案。
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fj 的含义
是把所有 fj > 0 的部分全部加上。

对于任意一个连通块，存在唯一一个点最靠近根，则一个最优的连
通块会在最靠近根的点上被计入答案。
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树上操作

给定一棵 n 个点的树，每条边有边权
你需要将树上恰好 k 个点染成黑色，其余点染成白色。染色后你的
得分是树上所有黑色点对的距离之和加上白色点对的距离之和。求
最大得分

k ≤ n ≤ 2000。
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树上操作

直接计算点对距离并不好算，可以考虑计算每条边对答案的贡献

设 f[u][j] 表示将子树 u 内的 j 个点染黑，其余点染白的最大得分
假设 u 有 p 个儿子 s1, s2, ..., sp，可以再使用一次 DP 来求解 f[u][j]
设 g[i][j] 表示考虑到第 i 个儿子，取了 j 个黑点的最大得分，则
g[i][j] = max(g[i − 1][j − k] + f[si][k] + w(si, k))
其中，k 表示 si 的黑点个数，w(si, k) 表示：如果 si 中有 k 个黑点，
那么 u 与 si 之间的边对得分的贡献
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树上操作

对于一个点 u，第二层 DP 的复杂度为：u 的所有儿子的子树大小
的乘积和

结论：每个点的所有儿子子树大小的乘积和的和复杂度为 O(n2)

证明：可以看作任意一对点在其最近公共祖先处对答案贡献了 1
综上，上述 DP 总复杂度为 O(n2)
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数位统计

给定正整数 a 和 b，求 a 到 b 中每一个数字出现了多少次。
a ≤ b ≤ 1018。
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数位统计

数位 DP 题。
考虑差分区间，问题可以转化为求 1 到 a 的每一个数字出现了多少
次。

从高到低考虑每一位。如果最高位位选得比 a 的对应位小，则后面
的位置可以任取，直接计算就可以加进答案。

如果选得和 a 的对应位一样，则可以单独考虑这一位对答案的贡
献，然后把这一位去掉。这样问题被转化为了一个规模小了一位的
子问题。

这道题的做法包含了数位 DP 最常出现的两个手法：差分区间、枚
举前若干位与上界相同。
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windy 数

给定正整数 a 和 b，求 a 到 b 中相邻两个数字之差至少为 2 的数有
多少个。答案对一个大质数取模。

a ≤ b ≤ 1010000。
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windy 数

先预处理 gi,j 表示在最前面放一个 i，后面放 j 个数位时，符合条件
的方案数。枚举 j 个数位中的第一个即可进行转移。
还是把问题转化成 1 到 a 上的问题，然后枚举数的前 i 位和 a 一
样，再枚举第 i + 1 位的取值。后面的方案数已经被预处理了，直
接计入答案即可。
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杠杆数

对于一个数，如果我们把某一位看成支点，支点左右的力矩相同，
就可以把这个数叫做杠杆数。

比如 1325 就是一个杠杆数，2 是支点。
求 1 到 n 内有多少个杠杆数。
n ≤ 109。
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杠杆数

枚举前若干位和 n 相同，再枚举比 n 小的第一位，最后枚举杠杆的
位置在数的哪一位，就可以做 DP 了。分别求出 fi,j 和 gi,j 分别表
示取到杠杆往左或往右第 i 位，力矩值为 j 时的方案数。如果某个
位置固定了，就只能拿那个元素转移。否则可以枚举放的数是什
么。最后把力矩值相同的对应位乘起来即可。
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奶牛

给定一个整数序列 a1, a2, ..., an，你需要从序列中选出若干个元素，
使得没有连续的 k 个元素入选。在此基础上，你需要使这些元素的
和尽量大。

n ≤ 100000。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 43 / 76



奶牛

给定一个整数序列 a1, a2, ..., an，你需要从序列中选出若干个元素，
使得没有连续的 k 个元素入选。在此基础上，你需要使这些元素的
和尽量大。

n ≤ 100000。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 43 / 76



奶牛

给定一个整数序列 a1, a2, ..., an，你需要从序列中选出若干个元素，
使得没有连续的 k 个元素入选。在此基础上，你需要使这些元素的
和尽量大。

n ≤ 100000。

王逸凡 动态规划 2020.10.06 43 / 76



奶牛

直接选择元素并不好做，不妨把问题倒过来看：放弃若干个元素，
使得相邻两个被放弃的元素的距离不超过 k。
设 fi 表示到第 i 个元素，并且第 i 个元素恰好被放弃的情况下，所
放弃的元素的最小和是多少。

fi = ai + min{fj}，要求 j 和 i 相距不超过 k。
可以直接使用线段树求区间最小值，也可以考虑使用更简易的数据
结构：单调队列。
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奶牛

如果有一个位置的 DP 值比在它左边的某个位置的 DP 值小（或是
等于），那左边的那个位置就没用了。

设 fi 表示到第 i 个元素，并且第 i 个元素恰好被放弃的情况下，所
放弃的元素的最小和是多少。

fi = ai + min{fj}，要求 j 和 i 相距不超过 k。
如果不考虑方程中的距离限制，我们可以使用单调栈，每次插入一
个元素之前将不超过它的部分都弹出栈，最后把新元素入栈。

考虑距离限制：这表明栈底的一些元素是不能被选择的。
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奶牛

把栈底“打穿”，使得可以从栈底弹出那些距离太远的元素。

这样，这个数据结构从栈变成了队列。这里面的元素仍然是单调的，
所以称为单调队列。

每个元素入队一次，出队一次，复杂度是 O(n) 的。
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玩具装箱

给定一个正整数序列 a1, a2, ..., an。你需要把序列切成若干段。每
一段 [i, j] 产生的代价是 (ai + ai+1 + ...+ aj + j − i − L)2。你需要最
小化代价总和。

n ≤ 100000。
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玩具装箱

设 si = a1 + a2 + ...+ ai，则代价式可以化为 (sj − si−1 + j− i−L)2。
设 sj + j − L = bj，si−1 + i = ci，则代价式可以进一步化为
(bj − ci)2。

设 fi 表示切到第 i 个元素的最小代价和，则
fi = min{fj + (bi − cj)2}。
把转移式的平方项拆开，则 fi = b2i + min{fj + c2j − 2bi × cj}。
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玩具装箱

看上去，这个方程已经不能再简化了，所以我们需要一些特殊的技
巧来继续优化。

考虑两个决策点 j 和 k，不妨设 j > k。如果用 j 转移比 k 优，则有：
fj + c2j − 2bi × cj < fk + c2k − 2bi × ck。

再设 fj + c2j = dj，则上式可以写成 dj − dk < 2bi × (cj − ck)。

注意到 cj > ck，所以我们可以把 (cj − ck) 直接除过去，变成

2bi >
dj−dk
cj−ck

。
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玩具装箱

不等式右边的部分，可以看成平面上两个点 (cj, dj) 和 (ck, dk) 的斜
率。

我们可以按顺序把点 (cj, dj) 加到平面里，并维护一个下凸壳。

一个性质：不在下凸壳上的点不可能成为决策点。

证明？利用之前写出的斜率型不等式。
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玩具装箱

在凸壳上挑出 i 的最优决策点：利用不等式在凸壳上依次比较。
bi 递增：一个决策点被比下去后，就不可能再成为决策点。

写法与单调队列类似（事实上就是一个特殊的单调队列）。

复杂度 o(n)。
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土地购买

农夫 John 准备扩大他的农场，他正在考虑 n 块长方形的土地。每
块土地的长 ai 宽 bi 都不超过 1000000。

每块土地的价格是它的面积，但 John 可以同时购买多块土地。这
些土地的价格是它们最大的长乘以它们最大的宽，但是土地的长宽
不能交换。如果购买买一块 3× 5 的地和一块 5× 3 的地, 则他需要
付 5× 5 = 25。

你需要计算：农夫 John 把所有土地都买下的最小代价。
n ≤ 100000。
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土地购买

首先，如果一块土地的长和宽都比另外的某块土地小，那么我们可
以直接不考虑它（如何判断？）。

去掉这些无用的土地后，考虑把土地按长从大到小排序。则排序后
的宽一定是从小到大的。

这时，一次的购买一定是选择连续的一段土地（否则调整后可以更
优）。

设 fi 表示购买到第 i 块土地时的最小代价。
fi = min{fj−1 + aj × bi}。
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土地购买

考虑 j > k 时，选 j 进行转移比选 k 进行转移更优的条件：
fj−1 + aj × bi ≤ fk−1 + ak × bi。

利用这个式子即可化出斜率优化的方程。
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balls

给定一个正整数序列 a1, a2, ..., an。你可以选择序列的一个区间
[l, r]，把 al, al+1, ..., ar−1 都改成 ar

最大化修改后序列的和

n ≤ 100000。
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balls

求出序列的前缀和数组 si =
∑i

k=1 ai

则修改 [l, r] 后，序列的和为：sl−1 + (r − l + 1)× ar + sn − sr

如果固定 r，则我们需要选择 l 使 sl−1 − (l − 1)× ar 最大，也就是
选择 k 使 sk − k × ar 最大，且 k < r
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balls

假设 p < q < r，且 q 优于 p，则有 sp − p × ar < sq − q × ar

整理得
sq−sp
q−p > ar

问：ar 不单调，如何求解最优值？
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平均值

给定一个正整数序列 a1, a2, ..., an，再给出一个区间 [L,R]，你需要
求出序列的一个子区间 [l, r]，满足 L ≤ r − l + 1 ≤ R，且区间的平
均值最大，即

al+al+1+...+ar
r−l+1 最大

n ≤ 100000
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平均值

对于这一类问题，我们一般使用 01 分数规划解决。即：二分
al+al+1+...+ar

r−l+1 的值

二分出 M =
al+al+1+...+ar

r−l+1 。假设：这个二分值偏小。则可以找到一

组 l, r，使得 M <
al+al+1+...+ar

r−l+1 成立

将不等式展开可得：(al − M) + (al+1 − M) + ...+ (ar − M) > 0

也就是判断：数列 bi = ai − M 是否存在着长度在 [L,R] 之间，且
和大于 0 的子段
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平均值

设 si 为序列 bi 的前缀和数组

枚举 r，则需要在 r − R + 1 ≤ l r − L + 1 中找出最小的 sl−1，即找
出 r − R ≤ k ≤ r − L 的最小的 sk

扫描 + 单调队列
根据得到的结果调整二分值的大小
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平均值 2

给定一个正整数序列 a1, a2, ..., an，再给出一个区间 [L,R]，你需要
求出序列的一个子区间 [l, r]，满足 L ≤ r − l + 1 ≤ R，且区间的平
均值最大

对于本题，平均值的定义为区间最大值减最小值除以区间长度，即
Max(al,al+1,...,ar)−Min(al,al+1,...,ar)

r−l+1 最大

n ≤ 100000
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平均值 2

先暂时不考虑区间长度限制带来的影响

此时如果两个子段的最大、最小值选取的位置一样，那么显然比较
短的那个更优

在不考虑区间长度限制的条件下，最优的选法显然是最大、最小值
在区间两端

不妨假设区间右端是最大值，左端是最小值，之后只需要将区间倒
过来重复一次就可以覆盖所有答案
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平均值 2

此时，可以把平均值的式子写成： ar−al
r−l+1

二分上式的值，设 M = ar−al
r−l+1

若二分值偏小，则有 (ar − r × M)− (al − l × M) > M
构造新数列 bi = ai − i × M，求出 bi 带区间长度限制的 br − bl 的
最大值，与 M 进行比较即可判断二分值偏大或偏小
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平均值 2

注意这么一件事：在处理 Max 与 Min 的时候，我们忽略了区间长
度的限制

但用来判断二分值时，我们又加上了这条限制

这就导致：求解出的二分值，只包含了 Max 和 Min 的距离 ≥ L 的
情况

因此，最后我们还需要枚举所有长度恰好为 L 的子段，求出其真正
的平均值，用于更新最后的答案（如何更新？）
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NOIP2014 飞扬的小鸟

一只小鸟在屏幕中飞，屏幕宽度为 n，高度为 m。小鸟从最左边开
始，每单位时间都会往右飞一格

当小鸟在横坐标第 i 格时，玩家点击一次屏幕会使小鸟上升 xi 的高
度，可以多次点击；若不点，则小鸟会下降 yi 的高度

小鸟的高度不会超过屏幕的高度限制。如果一次上升操作会导致小
鸟飞出屏幕，则小鸟的高度会保留在屏幕最高处

飞行过程中小鸟的高度不能小于等于 0，否则游戏失败
屏幕中有若干个管道，每个管道要求小鸟在到达某个横坐标时高度
处于某个区间范围内。一个横坐标位置至多只有一个管道

求出小鸟是否能到达终点。若能，求出到达终点所需的最小屏幕点
击次数；否则输出小鸟最多经过的管道数量

n ≤ 10000,m ≤ 1000
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NOIP2014 飞扬的小鸟

设 fi,j 表示小鸟飞到坐标 (i, j) 的最少屏幕点击次数
从 fi,j 可以转移到 fi+1,j−yi 以及 fi+1,m，后者的屏幕点击次数可以预
先计算

从 fi,j 还可以转移到 fi+1,j+k×xi。但这一步不可以暴力进行转移（否
则时间复杂度无法承受）

如果先不进行 fi,j 到 fi+1,j−yi 的转移，那么 fi+1,j 可以由
fi+1,j−xi + 1 转移而来

思路理解：类似于“最短路 6”中的加边优化
复杂度 O(nm)
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NOIP2015 子串

给定两个由小写字母组成的字符串 A,B，A 的长度为 n，B 的长度
为 m
从 A 中取出恰好 t 个非空子串，将其拼接在一起。求拼接成的新串
恰好是 B 的方案数对一个大质数取模后的结果
n ≤ 1000,m ≤ 200，空间限制 128MB
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NOIP2015 子串

设 fi,j,k 表示：A 考虑到字符 i，B 考虑到字符 j，恰好取了 k 个子
串的方案数

如果 Ai 与 Bj 不同，则只能有 fi,j,k = fi−1,j,k

否则，需要分两种情况讨论：Ai 是一个新的子串的开头；Ai 是上
一个子串的延续

为了区分这两种情况，需要对状态进行拓展：用一维 01 变量记录
当前 A 的最末尾字符是否属于某个子串中
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NOIP2015 子串

新的转移：不论 Ai 与 Bj 是否相同，都有 fi,j,k,0 = fi−1,j,k,0+ fi−1,j,k,1

如果 Ai 与 Bj 不同，则只能有 fi,j,k,1 = 0

否则，fi,j,k,1 = fi−1,j−1,k,1 + fi−1,j−1,k−1,0 + fi−1,j−1,k−1,1

复杂度：O(nm2)

空间过大？滚动第一维
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换教室

给定一张 v 个点的地图，你需要从第 a[1] 个点走到 a[n] 个点。
为了使总路程最小，你有 m 次机会修改 a[i]。一次修改可以使 a[i]
以 k[i] 的几率变为 b[i]。修改是同时进行的，且不能修改同一个 a[i]
两次。

求走过的总路径的长度的最小期望值。

v ≤ 300，n,m ≤ 2000
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换教室

图的点数很少，可以对全图跑一次 floyd 来得到任意两个点的最小
距离。

dp 的部分和概率相关，这类题目一般被称为概率 DP。
事实上，概率 dp 可以看成状态是加权的。在一般的 dp 中，一个状
态一般是确定的。而在概率 dp 中，一个状态可能是不定的，每种
不定的状态都会以一定的概率出现。

在计算时，对于 dp 值的计算看成这些不定状态的加权和即可。
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换教室

设 f[i][j][k] 表示到第 i 个点，用了 j 次机会，当前点用/没用机会的
最小路径期望。

f[i][j][0] = min(f[i− 1][j][0] + dis(a[i− 1], a[i]), f[i− 1][j][1] + k[i− 1] ∗
dis(b[i − 1], a[i]) + (1− k[i − 1]) ∗ dis(a[i − 1], a[i]))
f[i][j][1] = min(f[i − 1][j][0] + k[i] ∗ dis(a[i − 1], b[i]) + (1− k[i − 1]) ∗
dis(a[i − 1], a[i]), f[i − 1][j][1] + ...)
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CSP2019 Emiya 家今天的饭

Emiya 会使用 n 种烹饪方法和 m 种食材。如果使用方法 i 和食材
j，她会做 ai,j 种菜

问有多少种搭配方式可以满足：

Emiya 至少做了一道菜
Emiya 做的每道菜烹饪方法都互不相同
每种食材都不能出现在超过一半的菜中

n ≤ 100,m ≤ 2000
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CSP2019 Emiya 家今天的饭

如果不考虑第三条限制，则合法的方案数为：∏n
i=1

((∑m
j=1 ai,j

)
+ 1

)
− 1

计算上式的答案，再扣掉不合法的方案数

一种不合法的方案满足：恰好有一种食材出现了超过一半的次数

枚举这种食材 c，设 fi,j,k 表示：考虑到第 i 种烹饪方法，用了 j 种
其它食材和 k 种食材 c 的方案数
fi,j,k = fi−1,j,k + fi−1,j−1,k ×

∑
t̸=c ai,t + fi−1,j,k−1 × ai,c
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t̸=c ai,t + fi−1,j,k−1 × ai,c
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上述做法的复杂度为：O(mn3)，无法通过

注意：食材 c 和其它食材的具体使用次数我们并不关心，我们只需
要关注两者之间的使用次数差

设 gi,j 表示：考虑到第 i 种烹饪方法，食材 c 的使用次数比其它食
材的总和多了 j 的方案数
gi,j = gi−1,j + gi−1,j+1 ×

∑
t ̸=c ai,t + gi−1,j−1 × ai,c

复杂度 O(mn2)
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Thanks for listening.
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